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Предисловие 


Учитель математики, работающий в старших классах, 
хорошо знает, как трудно научить учеников делать наглядные и 
правильные чертежи к стереометрическим задачам. 

Из-за недостатка  пространственного воображения 
стереометрическая задача, к которой нужно сделать чертеж 
самостоятельно, зачастую — становится для ученика 
непосильной. 

Именно поэтому использование готовых чертежей к сте- 
реометрическим задачам значительно увеличивает объем 
рассматриваемого на уроке материала, повышает его 
эффективность. 

Предлагаемое пособие является — дополнительным 
сборником задач по геометрии для учащихся 10-1] классов 
общеобразовательной школы и ориентировано на учебник 
А.В. Погорелова "Геометрия 7— 11". Оно — является 
продолжением аналогичного пособия для учащихся 7-9 
классов. 

Пособие составлено в виде таблиц и содержит более 350 
задач. Задачи каждой таблицы соответствуют определенной 
теме школьного курса геометрии 10-11 классов и расположены 
внутри таблицы в порядке возрастания их сложности. 


В пособии 24 таблицы для 10 класса и 26 таблиц для 11 
класса, а также 4 таблицы на повторение курса планиметрии 7-- 
9 классов. 

К болыпинству задач приведены ответы, указания и 
решения. 

Автор надеется, что использование данного пособия будет 
способствовать развитию пространственного воображения у 
учащихся и лучшему усвоению материала школьной 
программы. 


Повторение курса планиметрии 


Повторение курса планиметрии 
Таблица 1. Решение треугольников. 
Найти неизвестные стороны и углы ААВС 





А 
eS 
Ne ee 


B С 


Дано: 
A -- центр окружности 








Дано: О - центр окруж- | Jano: О — центр окруж- 
ности, вписанной в ности, описанной около 





Повторение курса планиметрии 
Таблица 2. Площадь треугольника. 


О — центр окружности, описанной около AABC, Οι — центр окружности, 
вписанной в ДАВС. Найти площадь ДАВС. 





Повторение курса планиметрии 
Таблица 3. Площадь четырехугольника. 


О -- центр вписанной окружности. 
Найти площадь четырехугольника ABCD. 


Дано: AC=9, BD=8 





Повторение курса планиметрии 
Таблица 4. Площадь четырехугольника. 


О - центр описанной окружности. 
Найти площадь четырехугольника ABCD. 


Дано: ABCD -- паралле- 
лограмм. 





Стереометрия. 10 класс. 


Стереометрия. 10 класс. 


Таблица 10.1. Аксномы стереометрии и их простейшие следствия. 


Дано: точки A, В, Cu D не лежат в одной 
плоскости. 
Указать: 
1) плоскости, которым принадлежит: 

а) прямая AB; 6) точка F; в) точка С. 
2) прямую пересечения плоскостей: 

a) ABC u ACD; 

6) ABD u DCF. 


Дано: точка М лежит вне плоскости а, а точки 
A, Ви С принадлежат этой плоскости. 

1) Принадлежит ли точка F плоскости а? 

2) Указать прямую пересечения плоскостей: 
a) a и ABM; 6) ABM и ВМС. 

3) Может ли точка ЕЁ принадлежать плоскости 
a? 

4) Принадлежит ли прямая AC плоскости 





С 


Дано: точка D лежит вне 
плоскости АВС. Пересекаются ли 


Дано: плоскости α и В пересекаются 
по прямой а. Может ли точка С 

T ? 
принадлежать плоскостям a и В прямые DE и BC? 


Дано: лучи МА, МВ и МС лежат в 
одной плоскости и пересекают 
плоскость α в точках А, ВиС. 
Доказать, что точки A, Ви С лежат 
на одной прямой. 








Стереометрия. 10 класс. 
Таблица 10.2. Аксиомы стереометрии и их простейшие следствия. 


Дано: прямые а, Бис 
пересекают плоскость α в 
точках М, КиР. 

Лежат ли прямые а, Бисв 
одной плоскости? 


Дано: прямая с — линия 
пересечения плоскостей α и В. 
Прямые a и b принадлежат 
плоскостям & и В 
соответственно. 

Доказать: прямые а и b не 
лежат в одной плоскости. 








Дано: плоскости a и В 
пересекаются по прямой /. 
Прямая m принадлежит 
плоскости α. 

Построить точку пересечения 
прямой т и плоскости В. 


Дано: плоскости a и В 
пересекаются по прямой а. 
Точки A и В принадлежат 
плоскости ©, а точка С — 
плоскости В. 

Построить прямые 
пересечения плоскости АВС с 
плоскостями α и В. 
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Стереометрия. 10 класс. 
Таблица 10.3. Параллельность прямых в пространстве. 
Скрещивающиеся прямые. 


Дано: ABCD — параллелограмм. Точки A, В 
Дано: а || 5. Доказать: а, Бис и р лежат в плоскости α. Доказать: точка С 
лежат в одной плоскости. лежит в плоскости a. 


Дано: ABCD 
— простран- 
ственный 
четырех- 
угольник. 


Дано: δ || ВС, прямая а не при- AC=16 


надлежит плоскости ABC. ne 10 
Доказать: прямые a η b — скре- Αίας 
щивающиеся. ΕΕΚΡ 


Дано: 

BD || СЕ 
KM=10 
Доказать: 
точки Ри 
Е лежат в 
плоскости 
АВС. 


Дано: AA, || BB, || СС,. BB,=9. 
Найти CC 
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Стереометрия. 10 класс. 


Таблица 19.4. Параллельность прямых и плоскостей. 


Дано: точка К лежит вне плоскости 
параллелограмма ABCD. Указать 
пары параллельных прямых и 
плоскостей. 








Дано: плоскости α и В пересекаются 
по прямой с. Прямые а и b принад- 
лежат плоскостям α и В соответст- 
венно. а || b. Доказать: а || 5 || с. 


Дано: прямая b пересекает плоскость 
α в точке М. а | 5. 
Доказать: а пересекает a. 
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D С 
Дано: точка К лежит вне плоскости 


трапеции ABCD. 
Доказать: CD || АКВ. 





Дано: плоскости α и В пересекаются 
по прямой a. δα, ὃ || В. 
Доказать: 6 || а. 








Дано: a || о, а || b, М -- общая точка 
плоскости α и прямой ῥ. 
Доказать: b принадлежит a. 


Дано: плоскость а пересекает 
стороны АВ и АС треуголь- 
ника АВС в точках В, и C, 
соответственно. 

B,C, || ВС, АС, ; С.С = 3:4. 


Найти ВС. 





Стереометрия. 10 класс. 


Таблица 10.5. Признак параллельности плоскостей. 


Доказать параллельность плоскостей АВС и A,B,C: 


2 
Αι B, Βι 
Λι 
Α Β Α Β 
σ 
С 


Дано: АА СВ и ССВ. В -- 
Дано: AA, || BB, || СС, AA;=BB,=CC, | параллелограммы 





Дано: ABCD — пространственный 
четырехугольник 


Дано: ABCD - пространственный 
четырехугольник. 
DA, ὃν A\A = DB, Ἡ В.В = DC, : Сс 


Дано: точка С лежит вне 
плоскости параллелограмма ABCD 


Стереометрия. 10 класс. 


Таблица 10.6. Свойства параллельных плоскостей. 


Плоскости au В параллельны. 


Дано: Дано: 

αἱ 5. прямые аи 

Доказать: Ь пересека- 
ются в 
точке О. 
Доказать: 
AB | A,B, 


Дано: Дано: 

a||dllc. AB || А.В, 
Доказать: АС А,С,. 
ААВС = Доказать: 
AA,B,C, BC || B,C, 





Дано: пря- 
— скрещи- Mble au b 
вающиеся EX пересека- 
прямые. ются в точ- 
Доказать: : ке М. 4433, 
прямые АВ ΜΒΙΞΙ2. 
HA,B,- Найти: 
скрещива- A,B,, MB и 
ющиеся. BB, 


Дано: пря- Дано: пря- 
мыеаир мыеаиф 
пересека- пересека- 
ются в точ- ются в точ- 
ке О. ке М. 
Найти: (№ Доказать: 
АВи ОВ, LS AABC ~ 
AA,B,C, 





14 


Стереометрия. 10 класс. 


Таблица 10.7. Изображение пространственных фигур на 
плоскости. 


1 2 
С 
В M 
A 
a 


Могут ли точки A, Ви С быть Могут ли прямые a и быть 


аллельны ция 
параллельными проекциями вершин ο κ στης Рай 
‘BC? параллельных прямых? 














ο 


6 


a) 6) ) 2) 9) 

Β Β οἱ. в В B 
/* BI TA 
: A D А р А . 


Какая из фигур может быть параллельной проекцией квадрата? 





Αι 














Точки 4,, В, uM, — параллельные 
проекции вершин A и В и точки 
пересечения медиан AABC 
соответственно. 

Построить проекцию вершины С. 


Точки A,, В, и С, — параллельные 
проекции вершин параллелограмма 
ABCD. 

Построить проекцию вершины D. 









Bi e 
Точки 4,, В, и С, — параллельные 
проекции вершин правильного шес- 
тиугольника ABCDEF. 

Построить проекцию шестиуголь- 
ника. 
















Четырехугольник ABCD - паралле- 
льная проекция прямоугольника. 
Построить проекции перпендику- 
ляров, проведенных из точки Мк 
сторонам прямоугольника. 
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Cmepeomempua. 10 класс. 


Таблица 10.8. Изображение пространственных фигур на 


плоскости. 


А D 
Четырехугольник ABCD -- паралле- 
льная проекция ромба. 

Построить проекцию перпендикуля- 
ра, проведенного из точки М к диа- 
гонали BD. 


А О 
Четырехугольник ABCD - паралле- 
льная проекция равнобокой 
трапеции. 

Построить проекцию высоты трапе- 
ции, проведенной из вершины В. 


А 


Дана параллельная проекция окруж- 
ности. АВ — проекция ее диаметра. 
Построить проекцию диаметра, 
перпендикулярного АВ. 
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А 


ДАВС - параллельная проекция 
равностороннего треугольника. 
Построить проекции прямых, пер- 
пендикулярных сторонам треуголь- 
ника, проходящих через точки Р и К. 


Αι 


AA,B,C, — параллельная проекция 
ДАВС, АС = 2AB. 

Построить проекцию биссектрисы 
«4. 


Дана параллельная проекция окруж- 
ности. 
Построить проекцию центра окруж- 
ности. 





Cmepeomempua. 10 класс. 


Таблица 10.9. Перпендикулярность прямой и плоскости. 


Точка М лежит вне плоскости АВС. 


ο 


Доказать: прямая AB 
перпендикулярна плоскости АМС. 


Дано: ABCD — прямоугольник. 
Доказать: AD 1 AM. 


O ο 
> 
D 
Дано: ABCD — параллелограмм. 


Доказать: прямая MO перпендику- 
лярна плоскости АВС. 


Дано: BMDC - прямоугольник. 
Доказать: прямая CD перпендику- 
лярна плоскости АВС. 


Cc 


A D 


Дано: ABCD - ромб. 
Доказать: прямая BD перпендику- 
лярна плоскости АМС. 





Cmepeomempua. 10 класс. 


Таблица 10.10. Перпендикулярность прямой и плоскости. 


Прямая а перпендикулярна плоскости АВС. 


Дано: ZACB=90°, AC=4, MD=3. 
Найти MC. 


Дано: AABC — равносторонний. 


AB =4y3.0- центр окружности, 
описанной около AABC. MO=3. 
Найти МВ. 
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Дано: AABC - равносторонний. 


AB =2N3. ΜΓ-4. 
Найти МС. 


А 


a> 


a С 
Дано: О — центр окружности, опи- 
санной около ДАВС. ZACB=120°, 
AB=6, MO=2. 
Найти MC. 


Дано: ABCD -- прямоугольник. 
MD=8. 
Найти AB u AD. 





Cmepeomempua. 10 класс. 
Таблица 10.11. Перпендикуляр и наклонная. 


AA, — перпендикуляр к плоскости a, АВ и АС - наклонные. 
Найтих u y. 
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Стереометрия. 10 класс. 
Таблица 10.12. Перпендикуляр и наклонная. 


АА, _ перпендикуляр к плоскости a, АВ и АС - наклонные. 
Найти x u y. 
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Стереометрия. 10 класс. 
Таблица 10.13. Теорема о трех перпендикулярах. 


Прямая а перпендикулярна плоскости АВС. 


Дано: ABCD - ромб. 
Доказать: MO Ι. BD. 





Дано: ABCD - параллелограмм. 
Доказать: ABCD — прямоугольник. 


Найти расстояние от точки М до Доказать: ВО - биссектриса угла 
прямой AC. АВС. 





pal 


Стереометрия. 10 класс. 


Таблица 10.14. Теорема о трех перпендикулярах. 


Прямая а перпендикулярна плоскости АВС. 


Построить перпендикуляры из точки 
Мкпрямым AC и ВС. 


с 


Построить перпендикуляр из точки 
М кпрямой ВС. 


Дано: AABC -- правильный. 
Найти расстояние от точки М до 
прямых AB и BD. 
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Cc 
Дано: AABC — правильный. 


Построить перпендикуляры из точки 
М кпрямым АСи ВС. 


Найти расстояние от точки М до 
прямых АСи BC. 


Дано: ABCD - параллелограмм. 
Найти расстояние от точки М до 
прямых AD u DC. 





Стереометрия. 10 класс. 
Таблица 10.15. Теорема о трех перпендикулярах. 


Прямая а перпендикулярна плоскости АВС. 


А О 
Дано: MD = 13. Найти МС. 


Дано: AABC - правильный, О -- центр 
окружности, вписанной в ДАВС, 
АВ=12, OM=4. Найти расстояние от 
точки М до прямой ВС. 


Дано: О — центр окружности, 
вписанной в трапецию ABCD, 
AD=BC, CD=9, АВ=16, ME=10. 


Найти Z MCB. 
Найти ОМ. ὦ 
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Стереометрия. 10 класс. 
Таблица 10.16. Перпендикулярность плоскостей. 


Точка М лежит вне плоскости АВС. 


1 2 
м M 
ee 
τον ο αι Ὅ 
С 


Дано: ABCD -- прямоугольник. Пря- 
мая МВ перпендикулярна плоскости 

Доказать перпендикулярность 
плоскостей АМС и DMB. 
















АВС. Доказать перпендикулярность 
плоскостей АМВ и МСВ. 


А —— 
Spe 
Cc 
Доказать перпендикулярность 
плоскостей AMD и АВС. 













Дано: ABCD - квадрат. Доказать 
перпендикулярность плоскостей: 
1) AMC u ABC; 2) АМС и BMD. 










Дано: прямая a — линия пересечения 
перпендикулярных плоскостей α и В. 
Прямая ὁ принадлежит плоскости В 
и перпендикулярна прямой а. 
Доказать: b L a. 









Дано: плоскости AMB и BMC nep- 
пендикулярны плоскости АВС. 
Доказать: прямая МВ перпенди- 
кулярна плоскости АВС. 
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Cmepeomempua. 10 κπασο. 


Таблица 10.17. Перпендикулярность плоскостей. 


Плоскости au В перпендикулярны. 


А 


Дано: ABCD и BCFE - прямоуголь- 
ники. Найти расстояние между 
прямой ВС и плоскостью ADF. 








Дано: точки A и В принадлежат 
плоскостям α и В соответственно. 
A,B, =9. 

Найти АВ. 








Дано: точки A и В принадлежат 
плоскостям α и В соответственно. 
A,B, =9. 

Найти AB. 

















Дано: точки A и В принадлежат 
плоскости a, аточки Сир - 
плоскости В. АВ || C,D). 

Найти АС. 


Дано: 

ABCD -- прямоугольник. 
Плоскости АМВ и DNC περ- 
пендикулярны плоскости 
АВС. 

Найти ММ. 
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Cmepeomempua. 10 класс. 


Таблица 10.18. Расстояние между скрещивающимися прямыми. 


Прямая а перпендикулярна плоскости АВС. Найти расстояние 
между прямыми а и АС (рис. 1-3). 


2 
а 
А 1 
| = | 
20 
С 
4 
Е А 
NB 
а, 
Е 
Ὁ с 


Дано: ABCD — параллелограмм. 
Плоскости АВС и ADE перпендику- 
лярны. Прямая а принадлежит 

плоскости ADE. Найти расстояние 
между прямыми аи ВС 


М 
7 
D 


Дано: ABCD - квадрат. Точка М ле- 
жит вне плоскости АВС. Найти рас- 
стояние между прямыми АМ и BD. 






Hos 


A 


а . 
В 
10 
ουν ο 
a 
D 
15 
ile δες ο 
Α 10 
Μ 
6 
Α Β 
С 






1 
3 
5 









6 
A 





Дано: точка М лежит вне плоскости 
АВС. Найти расстояние между 
прямыми АС и ВМ. 
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Стереометрия. 10 класс. 
Таблица 10.19. Декартовы координаты в пространстве. 


Найти координаты точек A, В, С,Р, | Дано: АВСО - квадрат, AC= 2/2 
Е, Е Найти координаты точек A, Ви С. 


Дано: ABOCA,B,O,C, - куб. Дано: OP=7, AD=8. 


B,C=4y3 . Найти длину отрезка АВ и 
Найти координаты вершин куба. координаты его середины. 


Найти координаты точек РиКи Дано: AOBCA,O,B,C, — 


длину отрезка РК. прямоугольный параллелепипед. 
Найти периметр АМРК. 
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Cmepeomempua. 10 класс. 


Таблица 10.20. Угол между скрещивающимися прямыми. 


Прямая МВ перпендикулярна плоскости АВС (рис. 1-3, 5, 6). 


М 
Yo 
A D 
Дано: ABCD -- прямоугольник. 


Найти угол между прямыми: с 


1) MB u AD; 2) АМ и CD; Найти угол между прямыми АВ и 
3) AM u BC. CD. 


A D 
С 


Дано: точка D лежит вне плоскости 


АВС. Найти угол между прямыми 
АСи BD. 


Дано: ABCD — ромб. Найти угол 
между прямыми MD и AC. 


А о С 


Дано: ABCD - квадрат. Найти угол 
между прямыми МР и ВС. 


Дано: ABCD - квадрат. Найти угол 
между прямыми СМ и BD. 
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Cmepeomempua. 10 класс. 


Таблица 10.21. Угол между прямой и плоскостью. 


Прямая МА перпендикулярна плоскости АВС. 
Найти угол между прямой МВ и плоскостью АВС (рис. 3-6). 


Дано: прямая МА перпендикулярна плоскости а. 
Найти угол между прямой МВ и плоскостью с. 


О 
Дано: ACBD - квадрат. 








Дано: плоскости α и В перпендику- 
лярны. Найти угол между прямой АВ 
и плоскостью В. 


Дано: BCDE - квадрат. 
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Cmepeomempua. 10 κπασο. 


Таблица 10.22. Угол между плоскостями. 


Плоскости au В пересекаются по прямой а. 
Найти угол между плоскостями au В. 














A 


Е В 


Дано: АВСР - квадрат. Прямая МО 
Дано: прямая CD перпендикулярна перпендикулярна плоскости АВС. 
плоскости ADB, ZADB = 90°. Найти угол между плоскостями 
Найти угол между плоскостями АСВ | MDC u ABC. 

и ADC. 
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Стереометрия. 10 класс. 


Таблица 10.23. Площадь ортогональной проекции 
многоугольника. 


Прямая МО перпендикулярна плоскости АОВ (рис. 1-4). 





Дано: S4oR = 8, ЗАМВ=8\2. 
Дано: ЗАМВ=8 Найти угол между плоскостями АМВ 
Найти S40R 


Дано: АВ = 14, ОВ = 15, AO = 13. 
Найти ЗАМВ. Дано: ДАВС - равносторонний. 
SAMC = О. Найти S4BC 


Дано: ABCD -- ромб. Прямые BB, и Дано: ABCD - трапеция. Прямые ВВ, 


Β и перпендикулярны плоскости 
СС, перпендикулярны плоскости CC, перпендикуляр 


ABC. 5 24.5 АВС. АВ = СР = 15. 
. SAB = : 
ie SAB,C,D = 108 V3. Найти угол между 
Найти угол между плоскостями АВС 
u AB,C,. плоскостями ABC и AB,C,. 
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Cmepeomempua. 10 κπασο. 


Таблица 10.24. Векторы в пространстве. 


В (-4; 3; 2) 


А (-3; -2; 4) 


Найти | АВ |. 


В (5; 1; -2) 


А (1; -3; 4) 
О (4; 2; -2) 


С (2;0; 1} 
Коллинеарны ли 


векторы АВ и CD? 


А (-3; 2; 1) 


В (4; 3; -2)  C(1;0;-3) 


Найти cosa 
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В (4; -5; 0) 


А (2; -3; 1} 
О (7; -2; -3) 


С (5; 0; -4) 
Равны ли векторы АВ 
и CD? 


В (5; 1; -2) 


a 


A (1; -3; 4) 
С (-1; 3; -3) 


D (0; 1; 6) 
Перпендикулярны ли 
векторы АВ и CD? 


Дано: |a|= 1,|b|=2. 
Найти: 

а + 5| 
2)|a — ὃ] 

Άλλα -35| 


A (3;-1;2) 
Дано: ABCD - паралле- 
лограмм. Найти коорди- 
наты вершины С. 


О (-1; 3; -4) 


Доказать: прямая АВ 
перпендикулярна 
плоскости АРС. 


Дано: |a| = 2, |b| =3, 
le|=1. 


Найти (а +е)(В- с) 





Стереометрия. 11 класс. 


Стереометрия. 11 класс. 


Таблица 11.1. Двугранный угол. Трехгранный угол. 


ММ - ребро двугранного угла. Точки А и В лежат в разных гранях 
двугранного угла (рис. 1-4). (абс) - трехгранный угол (рис. 5, 6). 
































Дано: величина двугранного угла 
равна 60°. Найти AB. 








Дано: Z(ab) Z(ac) Z(bc) 60°. Дано: Z(ab) = (ас) = 45°. 
Найти величину двугранного угла Найти Z(be). 
при ребре ο. 
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Стереометрия. 11 класс. 
Таблица 11.2. Прямая призма. 


А, А,... „А А,... А, — прямая призма. 


Дано: 4,A,4,A, — прямоугольник. Аз 
Найти: 1) 5бок; 2) $полн. Найти: 1) 5бок; 2) 5полн. 


Аз 


: ААА, А, ромб. A,A, = 24, 
Дано: полн. = 378. Найти 4,4. а. 


A,A, = 10. Найти $полн. 


Дано: A,A,A;A, — ромб. 


: у ано: 4,4 — трапеция. 
Найти: 4, A,, A, Ay. д: 14,4,A,— Τρ 


Найти 5полн. 
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Cmepeomempua. 11 κπαοο. 
Таблица 11.3. Правильная призма. 


А, А,... А.А, А,... А, — правильная призма. 
Найти: 1) площадь боковой поверхности призмы; 
2) площадь полной поверхности призмы. 
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Стереометрия. 11 класс. 
Таблица 11.4. Правильная призма. 


А, А,... А, А, А,... А, — правильная призма. 
Найти: 1) площадь боковой поверхности призмы; 
2) площадь полной поверхности призмы. 





Cmepeomempua. 11 класс. 
Таблица 11.5. Наклонная призма. 
АА, А, А, А, А; — наклонная призма. 
Найти площадь боковой поверхности призмы. 


Дано: 4,4,А.А. — прямоугольник. 


АзО — высота призмы. 


Дано: 44 ,4,A, — правильный. Дано: A,A,A,A, — квадрат. 
А! О - высота призмы. А; О - высота призмы. 
(*) Попробуйте доказать, что в условии задачи можно не указывать, что 


ZA, A, A, =90° 
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Стереометрия. [1 класс. 
Таблица 11.6. Параллелепипед. 


ABCDA,B,C,D, — прямой параллелепипед. 
Найти площадь полной поверхности параллелепипеда (рис. 2-6). 


Дано: B,D =а. 
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Стереометрия. 11 класс. 


Таблица 11.7. Построение сечений призмы. 


А, А,... А.А А,... А, — призма. Построить сечение призмы плоскостью, 
проходящей через точки К, Pu F. 


1 
1 
1 
О 
1 
1 
О 
cr 
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Стереометрия. 11 класс. 


Таблица 11.8. Правильная пирамида. 


SO — высота правильной пирамиды. 
Найти площадь полной поверхности пирамиды (рис. 2-6). 


х 
' 
' 


р 
р 
р 
+ 
ν 8 
' 
+ 


Найти площадь боковой 
поверхности пирамиды. 
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Cmepeomempua. 11 класс. 
Таблица 11.9. Пирамида. 


SO — высота пирамиды. 
Найти площадь полной поверхности пирамиды (рис. 1, 2, 5, 6). 





Дано: AB = 5 V3 , ZACB = 150°. 
Найти SO. 


5 
A 


5 


Go VY 


Дано: ABCD — трапеция. AB = 9, 
CD = 4, AD = ВС. О - центр 


вписанной окружности. Дано: АВ τα, ZBAC =a, ZSFO= В 


4] 


Стереометрия. 11 класс. 
Таблица 11.10. Пирамида. 


SA — высота пирамиды. 
Найти площадь полной поверхности пирамиды. 


ees 
B В 
$ 
D 
/) Α Β 
В ; 
A? 
a σ 
\ 
УВ 


Дано: ABCD - квадрат. 
Дано: ДАВС — основание пирамиды. 


6 
s 5 
[> 
< fy 
D С 
са B 


Дано: ABCD — прямоугольник. 
SC=6 V5 Дано: ABCD - квадрат. 











С 
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Стереометрия. 11 класс. 
Таблица 11.11. Пирамида. Усеченная пирамида. 


SO — высота пирамиды. Найти площадь полной поверхности 
пирамиды (рис. 1-3). 
А, A,...A, А, А)... А, — правильная усеченная пирамида (рис. 4-6) 


Дано: ABCD - квадрат. 


Найти 5 


A, A; Ay As" 





Найти площадь полной поверхности усеченной пирамиды. 
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Стереометрия. 11 класс. 
Таблица 11.12. Построение сечений пирамиды. 


5 — вершина пирамиды. Построить сечение пирамиды плоскостью, 
проходящей через точки М, РиК. 
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Cmepeomempua. [1 класс. 


Таблица 11.13. Цилиндр. 


OO, — ось цилиндра, AA,B,B — осевое сечение цилиндра. 


Найти высоту и радиус основания Дано: (О, ЕО = 45°, ZEOC = 60°. 
цилиндра. Найти Sco,p. 


Найти высоту и радиус основания 


Найти расстояние между прямыми 
р Ay пр цилиндра. 


οδικού. 


Найти Scc,D,D. Найти Scc,pD,p- 
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Cmepeomempua. 11 класс. 


Таблица 11.14. Конус. 


SO — высота конуса. 


Дано: SO = 16, SO, = 4. 

Найти площадь сечения конуса плос- 
костью, проходящй через точку О, 
параллельно основанию конуса. 


Найти 5В5С. Дано: CD = т. Найти 545С. 
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Стереометрия. 11 класс. 
Таблица 11.15. Конус. Усеченный конус. 


SO — высота конуса (рис. 1-3), О и О] — центры оснований 
‘усеченного конуса (рис. 4-6). 


Найти 5СС,В В. Найти SCC,B,B. 
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Стереометрия. 11 класс. 


Таблица 11.16. Шар. 


О — центр шара, О, — центр круга — сечения шара плоскостью. 


Дано: ОО, =5, OP =13. Найти 


площадь сечения шара плоскостью. 


Найти О.А. 


Дано: АВ = BC = 40, AC = 48, 
OO,=5. Haiiru радиус шара. 
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Найти площадь сечения шара 
плоскостью. 


Дано: плоскость АВС пересекает 
шар. АВ =9, ВС =12. Найти OO,. 


Найти ОО.. 





Cmepeomempua. 11 класс. 


Таблица 11.17. Вписанный и описанный шар. 


Найти радиус вписанного шара (рис. 1-2). 
Найти радиус описанного шара (рис. 3-6). 


О 
С 


Дано: SABC — правильная треуголь- 
ная пирамида. ZSDO = a. 


С 
Дано: ABCA,B,C, — правильная 
треугольная призма. 


Дано: SABC — правильная 
треугольная пирамида. 


Дано: SABCD - четырехугольная пи- 


рамида. ABCD — прямоугольник. 


Дано: SABC — правильная 
четырехугольная пирамида. 


Дано: SABC — правильная 
четырехугольная пирамида. 





49 


Стереометрия. 11 класс. 
Таблица 11.18. Объем параллелепипеда. 


ABCDA,B,C,D, — параллелепипед. Найти объем параллелепипеда. 


Дано: С, О -- высота параллеле- 
пипеда. 


Дано: A,O -- высота параллелепипе- 
Дано: B,D ἆ да, ABCD - квадрат. «ΑΟ = а. 
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Стереометрия. 11 класс. 
Таблица 11.19. Объем призмы. 


A,A,...4,A,4,...4, — призма. Найти объем призмы. 


Дано: A,A,A,4,4.A, — правильный 
шестиугольник. 


Ai b 


Дано: A,A,A,A, — прямоугольник. 


Дано: A,O- высота призмы. Дано: AA,A,A, — правильный. АО - 
высота призмы. 
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Стереометрия. 11 класс. 
Таблица 11.20. Объем пирамиды. 


SA,A,...4, — пирамида, SO -- высота пирамиды. 
Найти объем пирамиды. 


Аз 
Дано: 4,4, = А.А, = 10, А.А, = 12. 
О - центр окружности, вписанной в 


Аз 
Дано: AA,A,A, — правильный. 


А.А, = 1293. mead. 


28 
A4 A3 
: Дано: 4,4,4,А. — трапеция. 
Дано: 4 ,4,A,A, — прямоугольник. А.А. = 4,A3. О- центр окружности, 
вписанной в трапецию. 
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Стереометрия. 11 класс. 
Таблица 11.21. Объем пирамиды. 


SA,A,...4, — пирамида. SO — высота пирамиды (рис. 2, 4-6), 5А, -- 
высота пирамиды (puc.1, 3). Найти объем пирамиды. 


Дано: 54,44. А.А. Аз — правильная 
шестиугольная пирамида. 


2а Аз 





Дано: A,A,A,A, - трапеция. 
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Cmepeomempua. 11 класс. 
Таблица 11.22. Объем пирамиды. Объем усеченной пирамиды. 
SA,A,...A, - правильная пирамида, SO — высота пирамиды (puc. 1-3), 
SA, 42... Ay Ay Ао... A, — правильная усеченная пирамида (puc. 4-6). 
Найти объем пирамиды. 


ч+------- 


о 


Дано: ZSBO = a. 
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Стереометрия. 11 класс. 
Таблица 11.23. Объем и площадь боковой поверхности цилиндра. 


ОО, — ось цилиндра. Найти объем и площадь боковой поверхности 
цилиндра. 


Дано: Scc,pD,p = Q. Дано: AC = 2a. 





55 


Cmepeomempua. 11 класс. 
Таблица 11.24. Объем и площадь боковой поверхности конуса. 


SO — высота конуса. Найти объем и площадь боковой поверхности 
конуса. 


Дано: О, — центр круга — сечения 
конуса плоскостью, 50 = 15. 


1) Дано: ВС = 12. 
2) Дано: SB= 345. 
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Стереометрия. 11 класс. 
Таблица 11.25. Объем конуса. Объем усеченного конуса. Площадь 
боковой поверхности конуса. Площадь боковой 
поверхности усеченного конуса. 


SO — высота конуса (рис. 1-3), О и О, _ центры оснований 
‘усеченного конуса (рис. 4-6). Найти объем и площадь боковой 
поверхности конуса. 
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Стереометрия. 11 класс. 


Таблица 11.26. Объем шара. Площадь поверхности шара. 


О - центр шара, Οι и О, _ центры кругов — сечений шара 
плоскостью. Найти объем и площадь поверхности шара (рис. 1-3). 


Дано: 
OO; =4, AB = AC= 10, ВС = 12. 


Найти объем и площадь сферичес- 
кой Части шарового кольца. 
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Дано: AABC — правильный, ОО] = 3. 


Дано: OO, = 5. Найти объем и пло- 
щадь сферической части меньшего 
из шаровых сегментов. 


Найти объем и площадь сферичес- 
кой части меньшего из шаровых 
сегментов. 





Ответы, указания, решения 


Ответы, указания, решения 














Повторение. 

Таблица 1. 3. ВС = b tgB, АВ = b tgB sina, АС = b tgB cosa. 4. AB =АС= 
oo ολο = FOR a eae =m cok aa = 
2sin > cosa sinB 

2 22 AB sina 
ВС = 2m cosa ctgB. 7. АВ = ya" «δ΄ —2abcosy , BC = ———— ,AC= 
sin(a +В) 
: гора 
= APNE до орсыи AR BCH ree? 9. AB=2R sin(a+P), BC = 
sin(a +В) 2 cosa 
= 2R sina, AC = 28 зв. 10. R = — 11. R = Е, 
2 та 2058 2sin > 


Указание. Радиус окружности, описанной около трапеции ABCD, равен 


радиусу окружности, описанной около AABD, в котором ZADB Е | 


Таблица 2. 3. 3V3. 4. 120. 5. 156. 6. 293. 7.9 (1+3). 8. 1293. 9. 32. 
10. 18. Указание. SAABC = SaBoc + ЗААОС = ; OB-OC-sin30° + 


+5 OAOCsin150° 11. 60. Решение. Пусть г - радиус окружности, 
вписанной в ДАВС. Тогда AC =r+ 12, BC=r+5,(r+ 5)? + (г + 127 = 172, 
откуда r = 3, AC = 15, ВС = 8. 12. Reig? tga. Решение. Из Δ4Ο,Ρ: 


AD = retg Е ‚ Из AABD: BD = тв > а. SAABC = 5 ACBD = 


α α α 
«2γοίρ — -rctg — фа = ар? — tea. 
ιά BS 8 В В 


м | - 


Таблица 3. 3. 40. 4. 18/2. 8. 80. Указание. OE” = AE - ED. 10. 225. 11. 64. 
Указание. Доказать, что высота трапеции равна её средней линии. 12. 150. 
Указание. Из AAOB (ZO = 90°) ОЕ? = АЕ - ВЕ, откуда OE = 6, CD = 12. 
АВ+Ср=ВС+АО=25. 


59 


Ответы, указания, решения 
b? sina sin(a +В) 


Таблица 4. 1. σα sin2a. 2. πι (πι) ctga. 3. np . Указание. 
sin 


bsin(a + β) 4 
sinB ‘ 
Указание. Проведем BE 1 AD. Из AABE: BE = аз В, AE = -- асозВ. Тогда 


Из AABD по теореме синусов AD = 5 a(2b + acosf)sinB. 
BC=AD - AE = b + acosf. 5. 5 #sin2a, Указание. AE = 5 (AD + ВС). 


6. 2R*sin’acosa. Указание. Из AACD (ZC = 90°): CD = 2Rcosa. Проведем 
СЕ- АР. Из ACED: CE = CDsina = 2Rcosasina. Из AACE: AE = CEtga = 


= 2Rsin’a. AE = ο (AD + BC). 7. | (62 -- a’)- μας . Указание. Проведем 
2 2 sin(a + В) 
CE || АВ. Из ACDE по теореме синусов: CD = =a = Geass. 
sin(a +В) sin(a + В) 


Проведем CF [ AD. Из ACDF CF = CDsing = = 2)8inasinB 2043. 
sin(a + B) 


Решение. Из A4BD по теореме косинусов: ВР? = 3? + 102 -- 60созхА. Из 
ABCD по теореме косинусов: BD? = 5? + 8? + 80cosZA. Тогда cosZA = т, 


2 οσα. νι 


sina. = Ee SABCD = = >. 10+5:8). —— . Указание. Из 


AADC: АС = 14. νεα BE 1 AC. т ДАВС = в то ZBCA = 30°, и 
AE = ЕС =7. Из AABE: BE = т . SABCD = = SAABC + SAADC, 


Стереометрия. 10 класс. 


Таблица 10.1. 4. Нет. Указание. Воспользоваться методом доказательства 
от противного. 


Таблица 10.2. 1. Нет. Указание. Если бы прямые а, b и с лежали в одной 
плоскости, то точки М, К и Р лежали бы на одной прямой. 2. 
Доказательство. Предположим, что прямые а и ὃ лежат в одной плоскости. 
Тогда прямая с также принадлежит этой плоскости. Через прямые а ис 
можно провести единственную плоскость (плоскость ©), которой будет 
принадлежать и прямая b. Противоречие. 3. Указание. Искомая точка — 
точка пересечения прямых т и /. 4. Указание. Прямая пересечения 
плоскостей АВС и В проходит через точку С и точку пересечения прямых АВ 
ul. 


Таблица 10.3. 3. Указание. Воспользоваться методом доказательства от 
противного. 4. Указание. Воспользоваться методом доказательства от 
противного. 5. Доказательство. Предположим, что прямые a и Db не 
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скрещивающиеся. Тогда они лежат в одной плоскости. Но через прямую 5 и 
точку D проходит единственная плоскость, в которой лежит и прямая BC 
(BC || 6). Имеем: прямая а лежит в плоскости АВС. Противоречие. 6. 26. 
Указание. Доказать, что EFKP — параллелограмм. 7. 9. Решение. KK, - 
средняя линия трапеции AA,B,B, откуда KK, = 7. DD, - средняя линия 
трапеции KK,C,C, откуда СС, = 9. 8. Указание. Проведем KF || ВО. Тогда 
KK, - средняя линия трапеции BDEC, KF = 6. MF — средняя линия 
треугольника АВС, MF = 4. MF + FK = КМ, то есть точки М, Ри К лежат на 
одной прямой, то есть прямая МК лежит в плоскости АВС. 


Таблица 10.4. 3. Доказательство. Tak как а || b, To а || В, откуда а || с. 
4. Указание. Выбрать на прямой а точку А и провести через точку А и 
прямую ὃ плоскость у. Доказать, что прямая а лежит в этой плоскости. 
5. Доказательство. Предположим, что а || a. Через М и а проведем 
плоскость, Она пересекает плоскость α по прямой с, параллельной а. Тогда 
через точку М проходят две прямые, переллельные прямой а. Противоречие. 
7. 14. Указание. Рассмотреть подобные треугольники ABC и ABC). 


Таблица 10.5. 6. Доказательство. Так как AA, : A,D = ВВ, : В.О, то АВ || А.В). 
Аналогично, BC || B,C, откуда плоскости АВС и A,B,C, параллельны. 


Таблица 10.6. 5. Доказательство. Предположим, что прямые АВ и A,B, 
лежат в одной плоскости. Тогда и прямые АА, и BB, лежат в одной 
плоскости, что противоречит условию. 6. 6; 8; 4. 7. 10; 2,4. 
8. Доказательство. AB || 4,B,, AAMB - АА, МВ, откуда АМ : МА, = ВМ : MB, = 
= AB: A,B,. Из подобия треугольников ВМС и В,МС:: ВМ : MB, = 

= BC: B,C, = AC: А,С,; из подобия треугольников АМС и A,MC,: АМ : МА, = 
= АС: A,C,, откуда ДАВС ~ AA,B,C (по трем сторонам). 


Таблица 10.7. 4. Указание. Точка D, — проекция точки D лежит на 
пересечении прямых, параллельных прямым A,B, и B,C, проведенных через 
точки С, и И, соответствнно. 5. Решение. Пусть точка К — середина отрезка 
A,B,. Проведем луч КМ, и отложим на нем отрезок M,C, = 2M,K. Точка С, — 
искомая. 


6. Решение. Проведем прямые АМ| В.С, и 
C,N || A,8,. Точка пересечения этих прямых — точ- 
ка О, - проекция центра правильного шестиуголь- 
ника. Далее строим точки D,, Ει и F,, симметрич- 
ные точкам A,, В, и С, соответственно относитель- 
но точки О. Шестиугольник A,B,C,D,E,F, - 
искомый (рис.1). 7, Указание. Искомые перпенди- 
куляры параллельны сторонам четырехугольника 
ABCD. 
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Таблица 10.8. 1. Указание. Искомый перпендикуляр параллелен диагонали 
АС. 2. Указание. Искомые перпендикуляры параллельны медианам ДАВС. 
3. Указание. Искомая высота параллельна прямой, которая проходит через 
середины отрезков ВС и АД. 4. Указание. Проекция биссектриссы угла А 
делит сторону B,C; в отношении 2:1, считая от точки С. 5. Решение. 
Проведем хорду, параллельную АВ. Через ее середину и точку О проведем 
диаметр. Он и будет искомым. 6. Решение. Проведем две параллельные 
хорды. Через их середины проведем хорду, которая будет проекцией 
диаметра, а ее середина — проекцией центра окружности. 


Таблица 10.9. 3. Решение. Прямая СВ перпендикулярна плоскости АМВ, 
AD || ВС, откуда прямая AD перпендикулярна плоскости АМВ и AD 1 AM. 
4. Указание. Доказать, что прямая ВС перпендикулярна плоскости AMD. 
5. Указание. МО — высота равнобедренных треугольников АМС и BMD. 
6. Решение. МО | BD, AC +1 BD, откуда прямая BD перпендикулярна 
плоскости АМС. 


Таблица 10.10. 1. 1. 2. 5. 3. 5. 4. 4. Решение. Радиус К окружности, 


описанной около ДАВС, равен: R= Ae = =i = 2943 . Из АМОС 
2sin АВС 251120° 


(ZO = 90°); MC = УМО? +0С? =4. 5. 12. Решение. Из ААВС: 
B= “35 = 473 . Из AAMB (2B = 90°): MB = ABtg60° = 12. 6. 2496: 4. 
cos 


Решение. Из AAMD (ZA = 90°): AD = MDcos60° = 4, AM = MDsin60° = 4 v3. 





Из AAMB (ZB = 90°): AB = au =2V6. 


Таблица 10.11. 4. 6. 5. 18. 6. γα) —b?tg2a . 7. 421. Решение. Из a44,C 
(ZA,=90°): AC = 16. Из AABC: AB = VAC? + BC? = 20. Из AAA,B (241 90°): 
BA, = | АВ? — АА? =4\21. 8. 12. 9. 16. Решение. Из A4A,C (ZA,=90°): 

А, = A,C tg60° = 493, АС=8. Из ААА, В (ZA, = 90°); AB =8\3. Из ДАВС: 
ВС= УАВ? + АС? = 16. 


В. . 


Таблица 10.12. 1. ‚2.5/0. Решение. Из 444,D (24, = 90°): 


А, = 12; из AA,BD ον = ae BA, = 13, из AAA,B (ZA, = 90°): AB= 510. 
3. 459, Решение. AB = AC - 292. Проведем AD L ВС. Из AADC (ZD = 90°): 


cosx = 0 = = ae откуда x = 45°. 4. 60°. Решение. Из AAA,C 
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(ГА, = 90°): AA, = ACsin60° = 5 \3, А, С = 5. Из AABA, (2A, = 90°): А,В = 
= у Ав? - АА? = 8. Из AA, BC по теореме косинусов: Cosx = 
_ ВА? + СА? - ВС? 64+25-49 1 αίμα 


= PACA WE a, x60. 5. aresin | 
2418: AC р: № ae 


[ .. bsinBsina .. БзшВзша 
δα a*ctg*a . 6. — arcsin РВВ или π- сах ПРИ ; 
a a 





7 ВИАН . Решение. Из ДАВС по теореме синусов: АВ = msn : 
sin y siny 
ААВ (2d 00"), ο ο 
siny 


8. y(a? +b? -2ab cosB)tg7a + 2. Решение. Из АА ‚ВС πο теореме 
косинусов: 4,C = 2? +62 —2аьсозВ . Из AAA,C (2A,=90°): АА, = A,Ctga = 

= ya? +52 —2abcosB - tga . Из ААА, В (ZA, = 90°): AB = y AB? + AA? = 

= (a? +b* -2abcosf)tg7a +b" . 


Таблица 10.13. 4. 30. 5. Vm? + а? sin? a . Решение. Проведем MD Ι АС. 
BD 1 AC (по теореме о трех перпендикулярах). Из ABDC (ZD = 90°): BD = 


= авто. Из ABMD (ZB = 90°): MD = Ут? φαξ зт? а. 6. Доказательство. 
Проведем MD 1 АВ и ME 1 ВС. OD 1 AB, OE 1 BC (по теореме о трех 
перпендикулярах). AMBD = AMBE (по гипотенузе и острому углу), откуда 
МР = МЕ. OD = OE (как проекции равных наклонных). ABOD = АВОЕ (по 
катету и гипотенузе), откуда (ОВР = ZOBE. 


Таблица 10.14. 2. Провести медианы BM, и AM,. Провести DD, || BM, и 
ОР, || AM,, где точки D, и D, лежат на сторонах АС и ВС соответственно. 
MD, и MD, - искомые перпендикуляры. 3. Указание. Основание искомого 
перпендикуляра - точка Μι такая, что ВС : СМ, = 2:1. 4. 13 и 15. 5. 8; 4/2 ; 


Решение. Проведем CE | АВ, CE = 8 \3. Проведем OF || AB. OF =4 43. Из 


Из AMOF (ZO = 90°): MF = ¥ MO? + ОЕ? = 8. Проведем ОК 1 BD, OK = 4. 


Из AMOK (СО = 90°): МК = 4 2 . МЕи МК- искомые расстояния. 6. 10, 17. 
Решение. Проведем BE 1 AD, BE = 6. Из АМВЕ (ZB = 90°): ME = 19. ME - 
расстояние от точки М до прямой AD. Аналогично находим расстояние от 
точки М до прямой АС. 
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Таблица 10.15. 1. ¥14 . Решение. Из AMOC (ZO = 90°): ОС = 2. Из AOCK 
(ZK=90°, ОК=СК): ОК = СК = 2. Из aMKC (ZK=90°): MK = 


= УМС? -СК? = V14. 2. 5. Решение. Из ДАВС (ZC = 90°): АВ = 25. 
АС. BC 
В 





CD 1 AB (по теореме о трех перпендикулярах). CD = = 12. Из 


AMDC (ZC = 90°): МС = 5. 3. 13. Указание. Найти высоту CD треугольника 
АВС, воспользовавшись тем, что SAABC = 1 СР-.АВ. 4. 8. Указание. OD = 


ABN3 


= aia 5. 8. Указание. Радиус окружности, вписанной в равнобокую 


трапецию, можно найти по формуле r=4¥ab, где a и b — основания 
трапеции. 6. arccos(cosacosf). Решение. Пусть АС = a. Тогда из AACB: 


ВС = асозВ. Из АМСА (ZA = 90°); МС =— 





‚ 43 АМСВ (ZB = 90°): 
cosa 


cosMCB = Beg coscacosf. 
MC 


Таблица 10.16. 1. Доказательство. | способ. MB -- линия пересечения 
плоскостей АМВ и СМВ. АВ + МВ, СВ 1 МВ. Так как ХАВС = 90°, то 
плоскости ABM и CBM перпендикулярны. 2 способ. AB 1 BC, AB | MB, 
значит, прямая АВ перпендикулярна плоскости MBC. Так как плоскость 
АМВ проходит через прямую АВ, перпендикулярную плоскости МВС, то 
плоскости АМВ и МВС перпендикулярны. 2. Указание. АС | BD, АС 1 MD. 
Значит, прямая АС перпендикулярна плоскости DMB. 3. 1) Указание. 
Доказать, что прямая МО перпендикулярна плоскости АВС. 2) Указание. 
Доказать, что прямая АС перпендикулярна плоскости BMD. 4. Указание. 
Доказать, что прямая МО перпендикулярна плоскости ABC. 
5. Доказательство. Через точку А в плоскости α проведем прямую с, с 1 а. 
Плоскость, проходящая через прямые 5 и с, перпендикулярна прямой а. Так 
как α | В, то угол между прямыми В и с равен 90°. Поскольку b Таис, 
то Б 1 а. 6. Указание. Проведем через точку М прямую MB,, 
перпендикулярную АВ. Тогда MB, перпендикулярна плоскости АВС (задача 
5). Аналогично, если прямая MB, перпендикулярна BC, то MB, 
перпендикулярна плоскости АВС. Получаем, что через точку М проходят 
два различных перпендикуляра к плоскости АВС. Противоречие. 


Таблица 10.17. 1. 12. Указание. Искомое расстояние равно высоте 
треугольника DFC, проведенной к стороне DF. 2. 17. Указание. АВ? = AA,? + 


+ АВ}? + ВВ». 3. 1292. 4. 10. Указание. D,B 1 АВ, С.А 1 AB (теорема о 
трех перпендикулярах). Тогда AC,D,B — прямоугольник, AC, = ΒΡΙ. 
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5.3 /26. Указание. NC = 5, AM = 8. Проведем NK 1 АМ. МК = АС = 15, 
KM =3. 


Таблица 10.18. 1. 5. 2. 12. 3. 214 .4.2 πρ] . Указание. Искомое расстояние 
равно высоте BE параллелограмма ABCD, проведенной к стороне AD. 
5. 34 . Указание. Искомое расстояние равно высоте EF AEMB, где Е — 


242 
3 
равно высоте OE AAMO. 


Таблица 10.19. 2. 4(2:0:0), B(2;0;-2), C(0;0; Ay). 3. Указание. Сторона куба 
равна 4. 4. 2%, Μ(28:8:5). Указание. A(4;7;8), В(-6 ;9;2). 5. Р( ¥6 ;2;0), 
K(V6 ;4; 6 ). V10 . Решение. Из AOAB (ZB = 90°): OB = 4, AB = 443 . Тогда 
B(0;4;0). Из ААВС (ZC = 90°): AC = BC = 246. Тогда C(2 V6 :4:0), 
А(2 16 ;4;2 /6), откуда K(V6;4;¥6), P(V6;2;0), PK = νφιθ. 
6. 2/5 +73 +429 . Решение. B,(6;0;4), P — середина отрезка B,O. Тогда 
Ρ(3:0:2). С(6; -8 ;0), К — середина отрезка ОС. Тогда K(3;—4;0). Μ(6; -δ:2). 
Тогда РК =2 5, РМ= 73, КМ= \29. 

Таблица 10.20. 1. 1) 90°; 2) 45°; 3) 90°. 2. 90°. Решение. Проведем через 
точку С прямую /, параллельную AB. Тогда угол между CD и АВ равен углу 
между CD и [. По теореме о трех перпендикулярах CD | [. 3. 90°. Указание. 


Провести через точку D прямую [, параллельную АС. Угол между MD и AC 
равен углу между MD и. 4. 90°. Указание. Через точку В провести прямую, 


середина AC. 6. . Указание. Провести MO | BD. Искомое расстояние 


параллельную AC. 5. arctg V2 . Решение. Угол между MD и ВС равен углу 


между AD и MD. Пусть АВ = а, тогда AM =a \2 . ИЗ AMAD tgMDA = 42 ς 

6. 60°. Решение. Через точку А проведем перпен- 
дикуляр AN к плоскости АВС и отложим на нем отре- 
30k АМ = ВМ (рис.2). Тогда AAND = AANB = ABCD (по 
двум катетам), откуда ND = NB = BD. Так как 
МС || ND, то угол между прямыми МС и BD равен 
углу между прямыми ND и BD, т.е. искомый угол 
равен 60°. 





Таблица 10.21. 3. 45°. 4. 30°. Решение. Из ААВС АС = 213. Из AMAB 


cosMBA = pu = v3 


1 
— , откуда ZMBA = 30°. 5. ατοίρ---- . Решение. Пусть 
BM. 2 уд В В y 
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АС=а, тогда АВ = а\2. Из АМАВ tgMBA = of р. 6. 6. шов 5. 
Решение. Пусть MA = а, тогда BE = 2a. Из ААЕВ АВ = а\5. Из AMBA 
tgMBA -5. 7. 30°. 

В 15.20 
Таблица 10.22. 2. 30°. Решение. Из BAC («4 = 30°): BC = 25, AD == == 


= 12. Из AAOD зшАРО = 0,5, ZADO = 30°. 3. 60°. 4. 60°. Указание. Через 
точку В в плоскости В провести прямую, параллельную прямой а, и из точки 
А провести перпендикуляр АС на эту прямую. BC = ВА, = 10. Из ААВС 


293 


AC = 21 . Далее из AAA,C найти угол AA,C. 5. a ελ. Указание. Пусть 


of 


CD =a, тогда BD =a, AD =aN3, AB = 2a, DE = —— . Из ACDE tgCED = 


293 


ar ee 6. arctg( V2 tga). Указание. Пусть МО = a, тогда OC = actga, 


af 


OE = tga. Из AOME tgMEO = \2 tga. 

Таблица 10.23. 2. 45°. 3. 168. 4. 1,5Q. Решение. ЗАВС = ЗАОВ + Spoc + 

+ ЗАОС = 3SBMc cos60° = 1,50. 5. 45°. 6. 30°. 

Таблица 10.24. 3. C(3;8:2). Решение. AD(1;4;-5), ВС(х-2;у-4;2-7). 

ЯР=ВС, откуда x = 3, у = 8, 2 = 2. 6. Доказательство. AB(-3;2;8) , 

AC(2;-5:2), AD(-2;1;-1). Так как AB-AC = AB-AD = 0, то ABLAC H 
19 


359 | 
8.1) V7 ;2) V3;3)4. Указание. 1)|a+5|= \/(а+5)2 = Va +57 +246 = 


а? +82 +21аНЬ:с0$60”.8. -4-\2 - = . Указание. (a+c)(b-c) = 


=a-b-a-ct+b-c— cc = |al|b}cos120°— |а{4с0345°+ | с: οο5150:-- |<Р. 


АВ LAD, откуда прямая АВ перпендикулярна плоскости ADC. 7. 


Стереометрия. 11 класс. 


Таблица 11.1. 2. 120°. 3. 9. Решение. Через точку А, в плоскости 4,B,B 
проведем прямую, перпендикулярную прямой ММ, и отложим на ней 
отрезок А.С = 5. Из AAA,C АС = 7. Из AABC (ZC = 90°) АВ = 9. 
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4. arcsin(sinasinB). Решение. Пусть АВ = a. Из AABC АС = aL Из AACD 
είπα 


ο πω ο ως ως an ος μισο 
sin a sina sinB AD 


5. arccos =. Решение. Проведем прямую AE перпендикулярно ребру 6. 


AAES=AADS (по гипотенузе и острому углу), откуда AD = АЕ. 

ААОР = AAOE (по катету и гипотенузе), откуда ΟΕ = OD, т.е. точка О 

равноудалена от сторон 2(5с), откуда SO -- биссектриса этого угла. Пусть 

OD = а. Из ASOD SD = a¥3. Из AASD AD = SDY3 = 3a. Из Δ4ΟΡ 
OD 1 


cosADO = OA aa 6. arccos =. Решение. ASAB = ASAC (πο катету и 


острому углу), откуда SB = SC, АВ = AC. Пусть AB=AC=a. Из AABC BC =a. 
2 ανν, 
Из AABS (ZA = 90°) SB = ay2 . Из ASBC cosBSC = oa = 7 
a 
Таблица 11.2. 1. 1) 108; 2) 148. 2. 8(3+10\3). 3. 5. 4. 916. 5. ¥57; 5. 


6. 4(54+55 3 ). Указание. Провести A,B 1 A,A,. Тогда A,B = ο. 





=) 
A,B = 5. Изл A, Ay 43 (ДА, = 90°) А,А, = 15. 

Таблица 11.3. 1. 1) 60; 2) 78. 2. 1) 36; 2) 4(9+2 V3 ). 3. 1) 48; 2) 12(4+ V3). 
4.1) 21642 ; 2) 72(2+3 V2 ). 5. 1) 72 V6; 2) 36(3+2 V6). 6. 1) =a? sin 2a ; 
2) = зт2 + \/3 соз? a). 


Таблица 11.4. 1. 1) 1024; 2) 1536. Указание. Пусть 4,A, =a, тогда А, А, = 
= αν}. Из ΔΑΙΑΙΑι αλα =768, а = 16. 2. 1) 4a’sina /соз2а ; 
2) 2a’sina(sina + 2 /с0$2а ). Указание. Из A А 4) 44 ΑΙ) = asina, Ay Ag = 


= acoso. Изл Ay Ay Ag (ZA, = 90°) A, А = να) cos? а - а? sin?a = 
avcos2a.. 3. 384V3; 2) 576943. 4. 1) 60 sin: f1—4sin? $ 


2) 2? sin Gy) — 4sin? & + v3sin5). Указание. Изл Ay у: А.А, = 


2ь >. Из 4414.4: АА = JP -4 sin? а = If1—4sin? © 
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4/2 sin2 ie 
5. 1) ee 3; 2) Fa (sin2a+cos’a). Решение. Пусть А.А, = а. Тогда 
1+cos* a 1+ cos 
2 , 
Αι ο- 40 = a5 . Из А 4420: 40 = ay2 . 3 AA,OA, («0 = 90°) 
-2 cosa 
2 
αν} EN Sr eee V2I cosa ' re \/215та 
|+ >| =", =. ИзЗА 42420: АА, 
2 2cosa V1+cos* a 1+cos* a 
ς = 4/21соза  ¥2/ sina = 4/2 sin2a Ar sin 2a és 41? cos* a 
бок — 


И $ полн = И 

γι + COs? а γι + 6052 a 1+ с052 a 1+ с052 © 1+ 052 o 
6h? . sin & in & 

6. 1) 2; 2) а (31+ asin? 5 + ¥3sin 2), Решение. 
1+4? @ 1+4sin? & 


2 
а? 








Vs A A345 A>: а? + 5 =f, 


Пусть 4,4, =a. U3 A ΑΙ Ay Ag: Ay A= 
y 1A, 147 43: ne asin? а 





ues ασ) τας ή, Зин = Зай + © oe 5 (6h+av3). 

Таблица 11.5. 1. 76. 2. 300. 3. 20(1+ V3 ). 4. 252. Указание. Z Аз А 44 = 90° 
(по теореме о трех перпендикулярах), откуда Ay Ay Ag Ay — прямоугольник. 
5. 108(2+ /7 ). Решение. Через точку 4, проведем прямую /, параллельную 
A,A,. А.С 1 1. Тогда по теореме о трех перпендикулярах AA 4 1. Так как 
AA, | 44 и Ανά, | 1 το 2434,4) = 90°, те 4444 - 
прямоугольник. Из AA, AO АО = 6.3, откуда А.А, = 18. Из ^А, А, В 
АВ = V63 . Зв = 2-18- 63 + 12-18 = 108(2+3 V7 ). 6. 36(2+ ¥3 ). Решение. 
ZL Ay Ay Ap = 90° (πο теореме о трех перпендикулярах), откуда А, А Ay Аз - 
прямоугольник. Из A A, 4,0 41Ο = 410 =3 V2 . Тогда А, А. = 6. U3 A 4ΙΟΒ 
AB = 343. AB 1 A,A, (по теореме о трех перпендикулярах), тогда 
вж= 2-6.3 43 + 2-6-6 = 36(2+ V3 ). 


Таблица 11.6. 1. 2/57; 10. 2. 43 (15 + 16 V10 ). 3. 426. Указание. Пусть 
AA, = x, AD = y, АВ = 2. Тогда x + y* = 106, 2+7 = 169, P+ 7 = 225. 
Сложив три уравнения, получим 2(х? + у? + 2) = 500, αχ + + = 250, 
откуда x= 25, y= 81, 7= 144, AA, =5, AD=9, АВ=12. 4. 2@соза(созазшВ + 
+ 25 та). Решение. Из ADC,C (ZC = 90°) C,C = dsina, CD = dcosa. S4BCD = 
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2 





= Фсоз?азшВ. S,,, = 4d’cosasina. 5. Z = (sin2B + cos” Beos ). Решение. Из 
sinS 
2 
= -- 2 dcosB 
АВВ, (4B = 90°) BD = deosp, B,B = dsinB. Из ABD AB = "~~. Sancp = 
sin 2 
2 
d*cos’B . 12}. 2 2α 44 msde a 42 sin 2B 
= —— а Sina = Σά cos’ Betg” —. Sey. = inp = ——. 
4sin® 5 2 2sin 5 sin 5 


6. 242 (sinB cos” α — sin” В + sinasinB + sina cos” a — sin” В). Решение. 


Из ABB,D BB, = dsina, BD = dcosa. Из AB,C,D B,C, = dsinB. Из AABD 
(24 =90°) AB = yd? cos*a—d?sin?B. Завср = d?sinBycos” α--δἶπ2β. 


Звок = 2d? sin a(sinB + cos” α — sin? β). 
Таблица 11.7. 1. Указание. Через точку Р провести прямую, параллельную 


ΚΕ. Она пересекает отрезок 4242 в точке М. KMPF - искомое сечение. 


2. Указание. Прямая KF пересекает прямую A.A, в точке В. Прямая ВР 
пересекает 4,4; в точке М. KPMF - искомое сечение. 3. Указание. Прямые 
KF и КР пересекают прямые A,A, и А.А, в точках В и С соответственно. 
Прямая ВС пересекает отрезки A,A, и А, А, в точках D и Е соответственно. 
KPEDF - искомое сечение. 4. Указание. Через точки К и Р проведем пря- 


мую, пересекающую прямые AA, и 4144 в точках В и A соответственно. 
Через точки 4 и F проведем прямую, пересекающую прямые Ay A3 и A, Ap 
в точках М и С соответственно. Прямая ВС пересекает AA, и 42 4) в точках 


Nu Е соответственно. NEFMPK - искомое сечение. 


Таблица 11.8. 1. 54. 2. 48. Указание. Зи = πο. 3. 336. Указание. Из 
cos 


А50С OC = 72. Тогда CD = 12. Проведем SE 1 CD. Из aSEC SE = 8. 
а и 4b? — а? +а\3 ). Указание. Провести SK 1 CD. Из aSCK 


Taba? 3¥ 3h 1 
.5. ВКО Указание. Из ASOE OE = hetga. 
sin* а 


Из ДАВС АС = 2 \3 ОЕ. So. = suse 6.2 oN + f4ctg? a+ i). Указание. 
со 
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нЕ ay3 


Из ДАВС AO = ‚ OE = πο. Из aSOA 50 = AO со. Из aSOE 
SE= 502 + ОЕ? . 


Таблица 11.9. 1. 8(/3 + V6). Указание. Seo. = ere 2. 8(1143 72 ). 3. 5. 
cos 


Указание. Т.к. SA = SB = SC, то OA = ОВ = OC, т.е. точка О — центр окруж- 
AB 





ности, описанной около AABC. Тогда AO = ————. 4. 3 V7 . Решение. Из 
2sin150° 
ASAO AO = 4. Из AABC по теореме синусов AO = К = ona откуда 
25т BAC 


V7 3v7 


sinBAC = ; . Тогда cosBAC = eas Из AABD AD = ABcosBAD = 


AC = 240 afi. 5. 39(1+/2 ). Указание. ОЕ = r = 0,5VAB-CD = 3. 

S4BCD 

SO=OE=3. 5 9+4)-3 = 39. $. 48 6, о. 
Авср = (9+4) * cos45° 2cosB 


Указание. Из AABC AC = acosa. SABC = σα) οοδασίπα = “a * sin2a . Так 


как О — точка пересечения биссектрис AABC, то точка О — центр 
_ авс. 

cosB ΄ 
Таблица 11.10. 1. 252. Указание. Провести SD 1 СВ. Из AADB AD = 12, из 
ASAD SA = 15. 2. 18(3+3 V3 +6). Указание. Из AABC AC =6\3, АВ = 12. 
Из ASAC SA = 693, CS = 66. ZSCB = 90° (πο Teopeme o Tpex 
перпендикулярах). 3. 48(11 93 ). 4. 36(3+2 V3 3). Указание. Из AABC 
АВ=12\3. Из Δ4ΟΡ AD = ACsin60° = 6\3. Из ASAD SA = 6, CD = 12. 
5. 18(3+3 93 -- V6). Решение. Пусть SA = a, тогда АВ = CD = a, SD = 2a. Из 
ASDC (ZD = 90°) 4a? + а? = 36.5, a 6. SA = АВ = 6, AD = 6¥3, SB=642, 
SD = 12. Srom = 36V3 + 18V3 + 36 + 18V6 + 18 =54¥3 +18V6 + 54. 
6. P(cos’a, + 0,5sin2a + соза \/- соз2а ). Решение. Из А5СВ (ZB = 90°) 


SB = Isina, BC = cosa. Из ASAB SA = VSB? — AB? =1\/ 52 о — 082 а = 
=1./- c0s2a . Sig, Всоз?а + 0,5Ртасозо, + 0,5 зтасозо, + 


+ 0,52 \- с0$2а cosa + 0,57 ¥—cos2a cosa. Замечание. Так как SB > АВ, 
АВ = BC, то SB > ВС. Из ASBC (ZB = 90°) tga>1, откуда a>45°, 20>90°, и 
—cos2a>0. 
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окружности, вписанной в AABC. Тогда Зв» 





Ответы, указания, решения 
Таблица 11.11. 1. 10(29+ \/61 ). Указание. Из ASOC SO = 12. Проведем 
OE ΙΙ AB. Из ASOE SE = 2/61. ZSDA = ZSCB = 90° (πο Teopeme ο Tpex 
перпендикулярах). 2. 24(1+2 3 ). Указание. Из ASOD OD = 293. Из AOCD 
(ZD = 90°, ZC = 60°) OC = 4, откуда AC = 8. ЗаАВС = 1693. SSBC = SSAB. 
AOBC -- ортогональная проекция ASBC на плоскость ABC. Тогда Ss4p t+ 


+ SsBc = ry = 16 73 .2 = 32V3. $45С = 24. 3. 36(4+2 3 +V7 + 15). 





Указание. Из ДАВС AB = 24, ВС = 12/3. АО = ОВ = 12. Из АЗОВ SO = 12, 
58 =12\2. Проведем SD 1 ВС и SE 1 AC. Тогда D и Е - середины сторон 


ВС и АС соответственно. Из ASDB SD = VSB? -РВ? = 695. Из ASEC 
SE=6V7. 4.1423. 5. 5\3+18 2. 6. 99432. Указание. Проведем 
СЕТ A,B. CE - высота усеченной пирамиды. BE = г, — х, = 2 V3 -V3 = V3 В 


где 7, и г, - радиусы окружностей, вписанных в A4,A,A, и ΔΑ 4> 3 
соответственно. Из ACBE СВ = 2. СВ -- высота боковой грани усеченной 
пирамиды. 


Таблица 11.12. 1. Указание. Т.к. РМ || АВ, то плоскость сечения пересекает 
плоскость АВС по прямой KE, параллельной АВ. 2. Указание. Провести 
прямую MK до пересечения с прямой AC (точка 2). Прямая ОР пересекает 
АВ в точке Е. РКМЕ - искомое сечение. 3. Указание. Провести прямую МР 
до пересечения с прямой DC (точка F). Прямая ΕΚ пересекает прямые AD и 
ВС в точках E и Т соответственно. Прямая ТМ пересекает прямую SB в 
точке №. KNMPE - искомое сечение. 4. Указание. Проведем прямые KP и 
МК до пересечения с прямыми CD и АР в точках E и Р соответственно. 
Прямая EF пересекает прямую BC в точке Т. Прямая ТР пересекает прямую 
SB в точке Ё. MKPL - искомое сечение. 


Таблица 11.13. 2. 1896. Указание. Из AOEO, ОЕ = 32. Из ΔΟΟΕ 
СЕ=3\б. DC = 2СЕ = 6ψ6. 3. 3. Указание. Искомое расстояние равно 


Lysin? о — sin’ S isin ὃ 


длине перпендикуляра ΟΕ к отрезку CD. 4. 











и & и ο 
ШУ sin 
Решение. Проведем O,E 1 CD. Из AO,DE DE = isin . Из AODE (ZD = 90°) 
5 В 
1915 
OD = в = —. Из aOOD OO, = h = : sin? @ — sin? Г 
sin 5 sin 5 


Ответы, указания, решения 
5. Вазы? > tgB. Решение. Из AC,O,D, С.Б, = ов. Из ACD,D (ZD = 90°) 


2d? ctga сю В 
1+ 4ctg? о се? В 
Решение. Пусть OO, = а. Из ОО, Е ΟΕ = actga. Из AOCE CE = OEctgB. CD = 

42 
1+4 422 α οἱρ2 β | 


DD, = CDtgB = 2Rsin > ЕВ. Sccp = Азы? = tgB. 6. 


2CE = 2actgactgB. Из ACC,D а? + 4a’ctg’actg’B = d’. а? = 


2d? ctga с В 


Scc.Diw = 2a°ctgactgB = 8 —. 
7 1+ 4ctg? а св? В 


Таблица 11.14. 2. 25π. 3. 45°. Решение. Из ACOE OE = 83. Из ASOE 


tgSEO = 1, ZSEO = 45°. 4. 9/15. Решение. Из ДАВС (ZA = 90°) СВ = 12, 
тогда ОС = 6. Из aSOC SC = 12. Проведем SE 1 АС. Из ASEC 


2: 2 
Е 


2sin? В 2sin2a | 








Таблица 11.15. 1. /sinasin§; / yi — sin? α sin? B . Решение. Из ASBD (ZD=90°) 
SB = Вто. Из ASOD SO = κο Из aSOC OC = \5С? - 502. 








2 
‚ 2 δα решение. Из AODE ОЕ = —"—. Wa ASOE SE = —@ = 
sin β sin 2B sin τη т В cosB 
2а αἴρα 2a? tga. 
= . Из АСОЕ CE = OFtga = . 5 = ———. 
28 5 snp 25° ~ επβοίπ2β 
hsin® 
3. 2 . Решение. Пусть SB =x. Из ASBD SD = xcosa, BD = xsina. 
sin” Е — 2 а 
Из AOBD (ZD=90°) OD = βρεις = xsinactg 4 . Из ASOD Peintacte? S += 
h h 
= x’cos’a, откуда х = о = = 
cos? a — sin? а ctg 28 1-sin * of +clg 15) 
hsin® 
= i . 4. 30; 693. Указание. Провести B,C ОВ. 5. 108 V3. 


ysin’ 5 Е = sin? a 


Решение. Проведем B,D 1 ВС. Из AB,DB B,D =6 V3 , DB = 6. Тогда CD = 18. 
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Scope = СР: В.О = 108 V3 . 6. 0,5m’sin2a. Проведем B,D | BC. Из ΔΟΒΙΡ 
B,D = mcosa, CD = msina. 5ссвв = CD - B,D = m’sinacosa = 0,5m’sin2a. 





Таблица 11.16. 1. 1440. 3. 593% решение. Из Δ4ΟΒ AO = ‚ Из 
sin> 2515 


mcosa 
in 2 


2 
AABC (ZB = 90°) находится по формуле: г = pene. 5. 5/26. 


ААО,О АО, = . 4. 4. Указание. Радиус г окружности, вписанной в 








2 
В.ВС. 2 
Указание. Из AABC O,C = gee 6. (|2 - Е . Указание. Из 
45 АВС 45” o 
SABC ОА = ——. 
2sina 





Таблица 11.17. 1. т: . Решение. Проведем биссектрису DO, угла SDO 
cosa 


(точка О, лежит на 50). Тогда ОО, -- радиус шара, вписанного в пирамиду. 
in & 

a - msin 2 

2 


Из AOMD OD = ——.. 43 a00,D O,D = ОР 
sin а 2 = 2sin $ cos” 2 


m 





. 2. 3. Решение. SO — медиана равнобедренного AASC, откуда. 
1+ cosa 


SO ТАС. Аналогично, SO | BD. Значит, SO -- высота пирамиды. Из AOCD 
(OC = OD = 6) ОЕ =3 \3. Проведем ЕО, ~ биссектрису угла SEO (точка О, 
лежит на SO). Тогда О, — центр вписанного шара. Из AO,OE ОО, = 


= OFtg30°= 3. 3. 247. Решение. Из ААВС МВ = Oe Oda: ПЕ 


V3 


описанного шара — точка О, — середина отрезка MM,. O,M = 4. 3 AO\MB 


$ ов = yo, М? + МВ? = 247. 4. 4. Решение. Продлим 


высоту SO пирамиды до пересечения с поверхностью 
шара (точка 5,). Тогда SS, - диаметр шара, откуда ZSCS, = 


о οἱ = 90° (рис.3). Из 450С SC = 493. Из ASCS, SS, = 8. 


ay3 αν 3 


—— . Указание. Из ААВС ОВ = ——. Продлим 
351124 3 


Puc.3 высоту SO пирамиды до пересечения с поверхностью 
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шара (точка 5,). Тогда SS, - диаметр шара. 6. 1093. 
Решение. OC = 1242. Из ASOE SO = OEtg60° = 1293. Рассмотрим ASCS, 
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(puc.3), SS, — диаметр шара. ОС? = SO - OS,, тогда S,O =8 νε] ,a SS, =8 V3 + 


+1243 -2093. 

Таблица 11.18. 1. 25043. Решение. Из ABB,D BB, = BD = 10. Из ABCD 
CD =5, BD =5\3.УИ-= 5.5 /3 -10 = 25093. 2. 144 [3 . Решение. Из дАА,С 
АС=6\3, AA, = 6. 3 ABB,D BD = (B,D? — ВВ? = 8. ABCD - ромб. Тогда 


ЗаАВСр = 0,5AC-BD = 2413. у = 2443-6 = 144 3. 3. 4891. 


a? sin” y sina sinB cosy 


4. . Решение. Из AAA,C AA, = acosy, AC = азту. Из 
sin(a +В) 
AC BCL asina ту 
в ‚ откуда BC = ————_ .§ 2ς = 
sin(a + В) sina me sin(a +) ° ABCD = 29ABC = 
ο ης. . а . 
ао cae ПС Ш ge, neo 
sin(ct + В) εἰπία +В) 


5. d’cosacosB γ sin? а — cos” В. Указание. Из AAB,D АД = dcosa, AB, = dsina. 


Из aDB,C CD = 4созВ. Из ABB, BB, = Ав? - АВ? = dysin2a-cos*B. 


6. a’sin2acosa. 

Таблица 11.19. 1. 840. 2. 96 3 3. 80. Указание. Т.к. 4,4, = А.А. то 

ДА. А,= А.А, А, = ДА,А, А, = 30°. Тогда 2A,4 A, = 60°. Из А.А. А. = 4,4, = 
=2¥3, А,А. = 2. Проведем A,B 1 A,A,. Из АА, А.В A,B = z ‚ тогда AA, = 


= Ξ-293 — 4. abcsina. 5. 18092. 6. 143 αἱ cos’asina. Решение. Из 


ση =. 
Δ4ΙΒΟ OB = acosa, АО = asina. Тогда A,A, = 2/3 acosa, 
12432 cos? а. \/3 


7 ‚азта = 3/3 a’cos’asina. 


V= 


Таблица 11.20. 1. 19043. Указание. А.О = 2 - 12. 2. 48/3. Указание. 


Из A4,4,B A,B = 102 6? = 8. Тогда бл, = 48, ОВ = 15248 = 3. Из 


ASOB SO = 193. 3. 54. Указание. О — центр окружности, описанной около 
6 

25130° 
Указание. Из AOA,A, OA, = acosa, из AOA,B OB = acosasina = 3 asin2a. 


AA,A,A;. Тогда АО = 





= 6, 5О = 692. 4. =a? sin2a sina tgp. 
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Тогда SO = 2 1 osin2atgp. 5. 4 43 sin sin} Joos? о sin? 5 B . Указание. Из 


ASA,A, Ανά, = 261 , из AA,SA, А, А, = 2isin В . Тогда OA, = 
2 2 3 


= lysin? 2 + sin? Из aSOA, SO = cos? sin? В. 6. Таз sin? o tgp. 


Указание. Проведем А.С 1 A,A,. А.С = asina, тогда OB = 0,5asina, 
SO = 0,базтойрВ. SA,A,4,4, = a’sina. 


Таблица 11.21. 1. 346. 2. 3692. Указание. Из AA, SA, 4,5 = 6. Из AA,AsAy 
Aide = x = 2\3. Из 244,50 SO = 3246. 3. 1 ctgactgfsiny. 


. 2 [ead . 2 
t; ~ 
4. ЕВЕ. Решение. Из ASA,O A,O=Icosf, 


sina 
SO = ВВ. Из ASOA, OA, = IsinBotga, SA, = АВ Из 4,54, (А, = 90°) 
sina 


σπα yin? α -- sin? B.V= ть зв? α -- sin? x 
sin’ а 3 sina 
9 . 2 ze) 
t: ως 
x 2/sinB- ctga-/sinB = " sine Peis aye aE .5. Я 


sina 3 


ο == 








(? cos” В — a] разр. Решение. Из ASA,O SO = 1518, OA, = IcosB, тогда 
А,А, = 2озВ. Проведем A,B 1 AA, Из A4,BA, А.В = (1созВ-а) а. 


v= ; (/созВ +.a)(/cosB-a)-tgolsinB = ; {Р соз? В- a’ )tga sinB . 


6. =m tgatgB. Решение. Т.к. SA, = SA, =SA;, то OA, = OA, = OA,, откуда О 


— центр окружности, описанной около AA\A,A, и ZA,A,A,; = 90°. OB - 
средняя линия треугольника, тогда 4,4, = 2m, А.А, = 2mtga. Из Δ5ΟΒ 


SO = mtgB. V= Ξ . 5 4m*tga: mtgB = = mtgate. 


1 a a 
Таблица 11.22. 1. — a’ctga. Решение. 4,0 = —=. Из AA,SO SO = —=ctga. 
ee ge РВ | Eo 


3 3 2 
У = 1 а? v3 . Εαν ctga = а сова я А 4 В A’ cos” а . Решение. Пусть 
34 V3 12 3 cos2a 


А.А. =а. Проведем SB 1 А.А. Из aS4,B SB = 0,Satga. Из А5ОВ 
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2 2hcosa Ah? cos* a 
re + Fala? tpra, откуда a= -------ε--. V = 1... Замечание. 
v—cos2a —cos2a 


Поскольку 2A,SA, < 2A,0A,;, το ZA,SA, < 90°, тогда a > 45° и cos2a < 0. 
BY12+3tg2 at 
g, Veet ets Я решение. Пусть A,A, = а, тогда ОВ =—— , AO= 


а 

: а 
(4+ te? а) 2’ OB 
Из ASOB SO = =F tga. Из aSOA, ааа? =, откуда 


12 3 
2 3 
eae 2431 y= 3 ара _ a tga 


1 
а : 3 4 >В via 4. 12693. Решение. Пусть 
О и О, — центры нижнего и верхнего оснований усеченной пирамиды со- 
ответственно. Проведем A CLA,B.A\C=R-R, = 4¥3 —-2\3 =2 V3, где 
Ки К, — радиусы окружностей, описанных около нижнего и верхнего OCHO- 











ваний соответственно. Из AA, А С Aca 6.V= + 6(36 V3 +9 3 +18 V3) = 


Ξ12693.5. 5 sinc 3a? + 6alcosa + 4I’cos’a). Решение. Проведем B,C 1 OB. 
Из ΔΒΙΒΟ B,C = о, BC = Коза, AA, = a + 2озо. V= 4 -Isinax 


x(a? +(a +2Icosa)” +а(а+21 сова! = . Isina(3a? + 6alcosa + 4Рсоз?а). 


6 = @ — b’)tga. Решение. Проведем B,C 1 A,B. ВС =" - г, гдеким — 


радиусы окружностей, вписанных в нижнее и верхнее основания усеченной 


пирамиды соответственно. ВС = ee Из ABB,C В.С = ες V 
x. Ч а? ¥3 ee abV3 gk μα. 
eric b)V3 tga [κ а = ==, ( -ὂ )tga. 


Таблица _ 11.23. 1. 64¥3 2; 32V3 0. 2. 9000n; 600V3 x. 


32003 τι 64043 
μμ 








π.4. ПР (sin? В соз? α + cos” β) sinasinB; 2 x В зтазшВх 


x \ sin” Bos” a + cos” B . 5.0,5πο {2Qctga ; 2nQ. Указание. CD = 2R, тогда 


из ACD,D D,D = 2Rtga. 4R’tga = О, откуда R = J0,5Qctge ,DD,=H= 
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= J2Qtga 6. 2/2 παρα; 4na’tga. Указание. Т.к. CD — диаметр, то 
ZCAD = 90°. 


Таблица 11.24. 1. 24π: 8V3 т. 2. sah cos’asina; п Рсоза. 3. 7207; 


36741 π. Указание. AA,SO, ~ AASO. 4. Ove ae 5. rads к: 
737 п. 6. 1) 22943: 24 π; 2) 36л; 18/5 п. Указание. 2) Пусть 
5О = #, тогда из ASOD OD = h, 5=#\2 . Из ACOD (ZD = 90°) OC = 20D = 
= 2h, CD =hV3 . Из ASDB 3h? +2 h? = 45, h=3. 











na>,{sin? % — sin? aia 
Таблица 11.25. 1. ο πα ο οσο СН © Указание. Из ACOB 
ны бе ae ee 
24 sin 3 sins 4sin 5 sin 5 
a aysin? & — sin’ Е 
ОВ = τα: Из ASCB SB = - Из 4508 SO = о. 
а : τοις 
sin 2sin 5 2515 sin 5 
2 
1 73fein2 ас: 2 В a+B ‘а-В. 21: 2а 2β 
2. απ] (sin > + sin | 608——60$—_; πι 4/sin 7 + sin” 7. Указание. 
3.3 _ 2 2 
Pace = 9003 BA NS hos α. na? v3 . Указание. OC = ae ‚ ИзлЕ$С 


1893 cosa ° bcosa 


2 2 Ae 
SC = 4 Из aSOC SO = BEN Ge, yes δν. 3-4 cos’ a 
2cosa 4cos?a 3 2 cosa 3 


; 128%. Указание. Проведем B,C1OB. CB=4. Из AB,CB 











B,C= 49, В.В = δ. 5. 63 \Зл ; 54 к . Указание. Из АСВ. В СВ = 12, CB, = 
= 643. Проведем B,D 1 ВС. Из ABB,D BD = 3, B,D=343. В.О, =6-3=3. 
ni? sinB 


12 sin? а 


. / 1 
ἀπ παν, μα a В) ‚ тогда ОВ = мы +B) - Проведем B,D 1 ВС. Из ABB,D 
sina. 2sina 


Isin(a +B) _ Ieos6 = Isin(B -- α) 
2οἶπα, 2sina ` 


6. (3 sin? В cos? α + sin” a cos” в) ; п PsinBctga. Указание. Из АСВ, В 
ВС = 


B,D = IsinB, BD = IcosB, тогда O,B, = 
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таблиц. и. 26. 1. 256 3 п; 192m. 2. 1293 п; 48 п. Указание. Из АВС 


500 25 
ОВ = 3. п; 100m. У ие. OD = ------ᾱθε 
σ - V3. ы να. AB+ BC+AC 


1984 
4. ο п; 2087. 5. 9645 п п; 2207. Указание. Объем шарового кольца 
найдем как разность объема шара и суммы объемов двух шаровых 
сегментов, высоты которых равны 6 и 3. Аналогично находится площадь 
сферической части шарового кольца. 6. 1734 п ; 3067. 
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